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1．はじめに

　昨年の秋号では，中学生なりに，身近な

図形としての「楕円」に親しむ学習ができ

ないかという提案をした。

　今回は，「円周の等分点」にスポットを

当て，いくつかの視点から，数学的活動へ

の手がかりとなる提案をしたいと思う。

2．コンパス何回で？

　第 1学年の作図のところで，正六角形の

作図を扱う先生は多いと思う。ふつう扱わ

れるのは，円をかいた後に円周を半径で区

切っていく図1のような方法である。

　図1

　この作図は，コンパスだけで円周の 6等

分ができるところが売りだし，スタートの

点に戻ってくるかどうかで作図力（作図の

正確さ）についても確かめることができる。

　ところで，この作図はコンパスを何回

使っているだろうか。ここでいう「コンパ

スの回数」とは，針をノートの上に置く回

数と考えてもらいたい。

　図1で示した方法は，円をかいた後，コ

ンパスを 6回使用している。ここで提案す

るのは「この回数を減らすことができない

か？」という課題である。ただし，作図で

認められている，もう 1つの道具である定

規の使用回数は制限しないものとする。

　「回数を減らせないか？」という問いは，

生徒にとって挑戦への意欲を駆り立てられ

るようだ。直前（来年度からは小 6）で学

習しているはずの「円の対称性」に注目さ

せたい。それなりの探究の時間を与えれば，

少しずつ回数を減らせることに気づいてい

くだろう。ついには，円をかいた後，たっ

た 1回でかけることにたどり着く。

　ちなみに，円の 12 等分はどうだろうか。

発展課題として提示するのもよいであろう。

実は，こちらも 1回で十分なのである。

3．等分点を3つ選んで

　「円周の等分点のうち，3点を結んででき

る三角形の種類について考える」という課

題はどうだろう。円周の等分点を増やして

いくとき，三角形の種類はどのように変化

していくだろうか。ただし，合同なものは

1種類と考えることにする。

　次の表は，4等分から 7 等分までを調べ

た結果をまとめたものである。

数学的活動へのイノベーション
円周の等分点を題材として

吉野  茂　［東京都杉並区立高井戸中学校主幹教諭］
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　さて，表の空欄およびその先はどのよう

に埋まっていくだろうか？

　それまでの学習経験からすれば，n等分

のときにできる三角形は，（n－ 3）種類に

なるのではないかと予想したくなる。しか

し，n＝ 3 および n≧ 9 のとき，残念なが

らそのようにはならないことが判明する。

帰納的にきまりを見つけることは大切な活

動だが，必ずしも真ではないことを，ここ

では実感を持って納得させることができる。

　また，帰納的に予想した「きまり」が

使えないことから，等分点の数を増やして

いったときの三角形の種類の数え方につい

ては，何か工夫をすることが必要となる。

　生徒なりに工夫をさせてみると，図2の

ような「おきかえ」の考え方が出てくる。

　図2

　図 2の△ ABC の 3 辺 AB，BC，CA に

対する弧の長さはそれぞれ 1：2：3だから，

△ABCを例えば（1，2，3）と表すことに

してみよう。

　このとき，（1，3，2）や（2，3，1）などは，

これと合同な三角形になる。そこで，3辺

に対する弧の長さ a，b，c を a ≦ b ≦ c の

ように決めておくという工夫をすることに

より，重複せずに異なる種類の三角形の総

数を調べることができる。

　このように，この課題では，三角形を弧

の長さの組で表すという「おきかえ」の考

えによって，問題解決が容易になることや

根拠のある論理的な説明ができることのよ

さを学ばせることができるであろう。

　ところで，円周を x 等分してできる三角

形の総数（ただし，合同なものは区別しな

い）を y とするときの x と y の関係をご

存じだろうか。

　紙面の都合上，ここでは詳細を紹介でき

ないが，求めたい y の値は，最終的に
 x 2

12 －
1
3 ≦ y ≦

 x 2

12 ＋
1
4 を満たす整数値と

なることを証明することができる。

　もちろん，これを中学生に理解させるの

は無理であるが，先生方には興味ある課題

となると思う。

4．12等分点を制覇しよう

　円周の 12 等分は，時計の文字盤に刻ま

れた図形として身近な題材である。3で調

べたことをもとにすると，12 等分点の場合

には 12 種類の三角形ができることになる。

　この 12 種類の三角形の面積を求めるこ

とを課題としてみよう。取り組む時期は，

3年生の学習をひと通り終えた，ちょうど

高校受験直前の仕上げの頃がよいだろうか。

　実は，この 12 種類の面積は，既習事項

を活用することによって，どれも中学生の

レベルで解決することができる。ただし，

中には解決への手がかりがつかみにくいも

のもあるので，生徒の実態に合わせて問題

を適宜選択するとよいだろう。

　半径は 6cmあたりが適当だろうか。もち

ろん，数学が得意な生徒には，文字を使っ

て一般的に計算させることも可能である。

等分点の数 4 5 6 7 8 …

三角形の種類 1 2 3 4 …
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3
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1．はじめに

　昨年の秋号では，中学生なりに，身近な

図形としての「楕円」に親しむ学習ができ

ないかという提案をした。

　今回は，「円周の等分点」にスポットを

当て，いくつかの視点から，数学的活動へ

の手がかりとなる提案をしたいと思う。

2．コンパス何回で？

　第 1学年の作図のところで，正六角形の

作図を扱う先生は多いと思う。ふつう扱わ

れるのは，円をかいた後に円周を半径で区

切っていく図1のような方法である。

　図1

　この作図は，コンパスだけで円周の 6等

分ができるところが売りだし，スタートの

点に戻ってくるかどうかで作図力（作図の

正確さ）についても確かめることができる。

　ところで，この作図はコンパスを何回

使っているだろうか。ここでいう「コンパ

スの回数」とは，針をノートの上に置く回

数と考えてもらいたい。

　図1で示した方法は，円をかいた後，コ

ンパスを 6回使用している。ここで提案す

るのは「この回数を減らすことができない

か？」という課題である。ただし，作図で

認められている，もう 1つの道具である定

規の使用回数は制限しないものとする。

　「回数を減らせないか？」という問いは，

生徒にとって挑戦への意欲を駆り立てられ

るようだ。直前（来年度からは小 6）で学

習しているはずの「円の対称性」に注目さ

せたい。それなりの探究の時間を与えれば，

少しずつ回数を減らせることに気づいてい

くだろう。ついには，円をかいた後，たっ

た 1回でかけることにたどり着く。

　ちなみに，円の 12 等分はどうだろうか。

発展課題として提示するのもよいであろう。

実は，こちらも 1回で十分なのである。

3．等分点を3つ選んで

　「円周の等分点のうち，3点を結んででき

る三角形の種類について考える」という課

題はどうだろう。円周の等分点を増やして

いくとき，三角形の種類はどのように変化

していくだろうか。ただし，合同なものは

1種類と考えることにする。

　次の表は，4等分から 7 等分までを調べ

た結果をまとめたものである。

数学的活動へのイノベーション
円周の等分点を題材として

吉野  茂　［東京都杉並区立高井戸中学校主幹教諭］
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　さて，表の空欄およびその先はどのよう

に埋まっていくだろうか？

　それまでの学習経験からすれば，n等分

のときにできる三角形は，（n－ 3）種類に

なるのではないかと予想したくなる。しか

し，n＝ 3 および n≧ 9 のとき，残念なが

らそのようにはならないことが判明する。

帰納的にきまりを見つけることは大切な活

動だが，必ずしも真ではないことを，ここ

では実感を持って納得させることができる。

　また，帰納的に予想した「きまり」が

使えないことから，等分点の数を増やして

いったときの三角形の種類の数え方につい

ては，何か工夫をすることが必要となる。

　生徒なりに工夫をさせてみると，図2の

ような「おきかえ」の考え方が出てくる。

　図2

　図 2の△ ABC の 3 辺 AB，BC，CA に

対する弧の長さはそれぞれ 1：2：3だから，

△ABCを例えば（1，2，3）と表すことに

してみよう。

　このとき，（1，3，2）や（2，3，1）などは，

これと合同な三角形になる。そこで，3辺

に対する弧の長さ a，b，c を a ≦ b ≦ c の

ように決めておくという工夫をすることに

より，重複せずに異なる種類の三角形の総

数を調べることができる。

　このように，この課題では，三角形を弧

の長さの組で表すという「おきかえ」の考

えによって，問題解決が容易になることや

根拠のある論理的な説明ができることのよ

さを学ばせることができるであろう。

　ところで，円周を x 等分してできる三角

形の総数（ただし，合同なものは区別しな

い）を y とするときの x と y の関係をご

存じだろうか。

　紙面の都合上，ここでは詳細を紹介でき

ないが，求めたい y の値は，最終的に
 x 2

12 －
1
3 ≦ y ≦

 x 2

12 ＋
1
4 を満たす整数値と

なることを証明することができる。

　もちろん，これを中学生に理解させるの

は無理であるが，先生方には興味ある課題

となると思う。

4．12等分点を制覇しよう

　円周の 12 等分は，時計の文字盤に刻ま

れた図形として身近な題材である。3で調

べたことをもとにすると，12 等分点の場合

には 12 種類の三角形ができることになる。

　この 12 種類の三角形の面積を求めるこ

とを課題としてみよう。取り組む時期は，

3年生の学習をひと通り終えた，ちょうど

高校受験直前の仕上げの頃がよいだろうか。

　実は，この 12 種類の面積は，既習事項

を活用することによって，どれも中学生の

レベルで解決することができる。ただし，

中には解決への手がかりがつかみにくいも

のもあるので，生徒の実態に合わせて問題

を適宜選択するとよいだろう。

　半径は 6cmあたりが適当だろうか。もち

ろん，数学が得意な生徒には，文字を使っ

て一般的に計算させることも可能である。

等分点の数 4 5 6 7 8 …

三角形の種類 1 2 3 4 …

1

2

3

A

B

C
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1　はじめに
　お菓子やティーバッグなどの包装が，下
の写真のような四面体（テトラ型）になっ
ているものを見かけたことはないだろうか。

　今回は，これを題材とした，第 3学年「B
図形」の（３）イにおける数学的活動の例
を紹介しよう。各自が四面体を手元に置き，
観察や操作をしながら，三平方の定理を活
用することにより，空間図形の計量につい
てさらに深く考察できるようになったこと
が実感できるような授業展開を期待したい。

2　テトラパックを作ろう

　この「テトラパック」と呼ばれる立体は，
図1～3のように，封筒（使用済みで十分）
を用いて簡単に作ることができる。以下に
その手順を簡単に示す。
＜手順＞
①　封筒を底辺 BCと平行な線で切り取り，
XYの中点をA（D）とする。（図1）

②　AB と AC および DB と DC に折り目
をつけて，切り口XYを開く。（図2）
③　点 Xと Yが重なるように切り口をテ
ープなどで貼って完成させる。（図3）

参考1
　封筒のサイズは，「長 3」という規格のも
のがよい。A4 判の書類を定形郵便で送る
ことのできるごく一般的なものなので，使
用済みのものも比較的見つけやすい。また，
封筒の幅（底辺部分）の長さが 120mmで，
後述の体積問題においても計算しやすい数
値である。

参考2
　封筒の「のりしろ」部分の位置によって，
センター貼りとサイド貼りの 2タイプがあ
るが，ABなどの折り目を作ったり，立体
の側面を切り開いたりする（詳細後述）に
は，サイド貼りの方が作業しやすい。

数学的活動へのイノベーション

封筒から作る四面体の考察を通して
吉野  茂　［東京都杉並区高井戸中学校主幹教諭］
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3　いろいろなサイズで切ってみよう
　この立体は，手順①のXYを切る位置を
変えることによって，いろいろな四面体を
作ることができる。
　図4は，封筒の幅と同じ長さで切り取っ
た場合を示している。折り目にそって組み
立てさせた後，この立体の高さや体積を求
めることができるかどうかを考察させよう。

　この立体の内部の様子を調べるためには，
図5のように上面のAHに切り込みを入れ
て，手前の半分を折りたたむとよい。（図6）
このときの，△AHDがどんな三角形にな
るかを確かめれば，上記の課題は容易に解
決される。

　次に，違うサイズで切ることを考えよう。

　図7は，BC：BX＝ 2： 3の場合，図8は，
BC：BX＝ 2： 2の場合である。このよう
な比率で切るための作図方法についても確
認しておきたい。

　図9，図10は，それぞれ図7，図8を
組み立て，内部が見えるように切り開いた
場合を示している。
　図9により，正四面体の内部を覗くこと
ができる。正四面体の平面図と組み合わせ
ながら，高さがどのような位置に現れるか
を考察させたい。特に，未習の重心の話を
持ち出さなくても，生徒は自ら手がかりを
発見するはずである。
　図10の△AHDは直角三角形といえる
のだろうか。ここでは，三平方の定理の逆
についても振り返ることができる。
　この課題に興味・関心をもった生徒たち
は，さらに違う切り方によって様々な発見
を楽しんでいくことだろう。

4　おわりに
　実際に目の前に立体を置いた考察は，見
取図だけでは味わえない貴重な体験となる。
「3次元の中の直角三角形を見抜く眼」をじ
っくり養うことにも大いに貢献するはずで
ある。「空間」を数学的に分析するための
礎として大切なこの定理を，このような課
題を通して実感をともなった理解につなげ
ていきたいものである。
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1　はじめに
　お菓子やティーバッグなどの包装が，下
の写真のような四面体（テトラ型）になっ
ているものを見かけたことはないだろうか。

　今回は，これを題材とした，第 3学年「B
図形」の（３）イにおける数学的活動の例
を紹介しよう。各自が四面体を手元に置き，
観察や操作をしながら，三平方の定理を活
用することにより，空間図形の計量につい
てさらに深く考察できるようになったこと
が実感できるような授業展開を期待したい。

2　テトラパックを作ろう

　この「テトラパック」と呼ばれる立体は，
図1～3のように，封筒（使用済みで十分）
を用いて簡単に作ることができる。以下に
その手順を簡単に示す。
＜手順＞
①　封筒を底辺 BCと平行な線で切り取り，
XYの中点をA（D）とする。（図1）

②　AB と AC および DB と DC に折り目
をつけて，切り口XYを開く。（図2）
③　点 Xと Yが重なるように切り口をテ
ープなどで貼って完成させる。（図3）

参考1
　封筒のサイズは，「長 3」という規格のも
のがよい。A4 判の書類を定形郵便で送る
ことのできるごく一般的なものなので，使
用済みのものも比較的見つけやすい。また，
封筒の幅（底辺部分）の長さが 120mmで，
後述の体積問題においても計算しやすい数
値である。

参考2
　封筒の「のりしろ」部分の位置によって，
センター貼りとサイド貼りの 2タイプがあ
るが，ABなどの折り目を作ったり，立体
の側面を切り開いたりする（詳細後述）に
は，サイド貼りの方が作業しやすい。

数学的活動へのイノベーション

封筒から作る四面体の考察を通して
吉野  茂　［東京都杉並区高井戸中学校主幹教諭］
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3　いろいろなサイズで切ってみよう
　この立体は，手順①のXYを切る位置を
変えることによって，いろいろな四面体を
作ることができる。
　図4は，封筒の幅と同じ長さで切り取っ
た場合を示している。折り目にそって組み
立てさせた後，この立体の高さや体積を求
めることができるかどうかを考察させよう。

　この立体の内部の様子を調べるためには，
図5のように上面のAHに切り込みを入れ
て，手前の半分を折りたたむとよい。（図6）
このときの，△AHDがどんな三角形にな
るかを確かめれば，上記の課題は容易に解
決される。

　次に，違うサイズで切ることを考えよう。

　図7は，BC：BX＝ 2： 3の場合，図8は，
BC：BX＝ 2： 2の場合である。このよう
な比率で切るための作図方法についても確
認しておきたい。

　図9，図10は，それぞれ図7，図8を
組み立て，内部が見えるように切り開いた
場合を示している。
　図9により，正四面体の内部を覗くこと
ができる。正四面体の平面図と組み合わせ
ながら，高さがどのような位置に現れるか
を考察させたい。特に，未習の重心の話を
持ち出さなくても，生徒は自ら手がかりを
発見するはずである。
　図10の△AHDは直角三角形といえる
のだろうか。ここでは，三平方の定理の逆
についても振り返ることができる。
　この課題に興味・関心をもった生徒たち
は，さらに違う切り方によって様々な発見
を楽しんでいくことだろう。

4　おわりに
　実際に目の前に立体を置いた考察は，見
取図だけでは味わえない貴重な体験となる。
「3次元の中の直角三角形を見抜く眼」をじ
っくり養うことにも大いに貢献するはずで
ある。「空間」を数学的に分析するための
礎として大切なこの定理を，このような課
題を通して実感をともなった理解につなげ
ていきたいものである。
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1　はじめに
　夏休みを利用した旅行先で，下の写真に
示したような土産用の菓子箱を見つけた。
写真では細部がわかりにくいが，構造的に
は，どちらも同じで，上底面と下底面が平
行で合同な正方形，側面が合同な二等辺三
角形で囲まれた多面体である。
　このような立体の体積を，中学校レベル
の数学で求めることができるだろうか。

2　立体を観察してみよう
　中学校の数学で，体積について公式化さ
れている多面体は「角柱」と「角錐」であ
るから，その他の多面体の体積については，
もし求めることができるのならば，これら
の公式が使えるように，「対象図形を分解
する」，「対象図形を囲んで不要部分を切り
取る」，「対象図形を等積変形する」などの
工夫が必要である。今回の立体については，
どのような工夫をすればよいだろうか。
　まず，図1を見てみよう。これは，上の
写真の左側の立体の見取図である。

　この立体は，四角柱をねじって側面の長
方形を二等辺三角形にした多面体で，この
ような立体を「反角柱（antiprism）」また
は「ねじれ角柱」という。なお，反角柱の
中で，底面が正多角形のものを「正反角柱」
という。図1の立体では，底面が正方形な
ので，「正反四角柱」というのだろう。
　ネーミングはともかく，次に，この立体
を真上から観察してみよう。どんなことに
気づくだろうか。（図2）

　まず，下底面
EFGHは上底面
ABCD を 対 角
線の交点を中心
として 45°回転
移動させた位置
にあるから，平
面図は正八角形
になる。

数学的活動へのイノベーション

反角柱の菓子箱を考察する
吉野  茂　［東京都立三鷹中等教育学校主幹教諭］
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　また，E，F，
G，Hは，下底面
の対角線を1辺
とする正方形
PQRS上にある
ことがわかる。

（図3）
　今回新しく

学ぶことになった「投影図」は，このよう
に空間図形を分析的に考察するツールの 1
つとして役立てるとよい。
　以上のことから，四隅に三角錐部分を補
えば，立体ABCD−PQRS は正四角錐台と
なることがわかる。（図4）

3　角錐台の体積を求めよう
　図5のような角錐台の体積は，どのよう
にして求めればよいだろうか。

　いくつかの方法が考えられるが，ここで
は，公式が使える立体に分割することを考

えてみる。図5のように，中心の正四角柱
のまわりに，4つの三角錐と 4つの三角柱
ができることを確認しよう。これらをもと
にして，この正四角錐台の体積 Vを計算す
ると，V＝ h

3（a2＋ab＋b2）となる。
　この式を図4に適用して，図1の立体の
体積を計算すると，b＝ 2 aより，
2＋ 2
3 a2hという式が導かれる。

　この式を「よむ」と，係数の関係から，
同じ高さの正四角柱の体積より若干大きく
なっていることもわかる。
　ちなみに，角錐
台の体積 Vは図6
のように相似の考
えを利用して一般
化すれば，

　x＝
h S1
S2− S1

より，
　V＝ 13 S2（x＋h）− 13 S1x

を計算して

　V＝ h
3（S1＋ S1S2＋S2）

となることが導かれる。

4　おわりに
　「数学的活動を通して…」で始まる数学
科の目標は，毎時間の授業において，生徒
が目的意識をもって主体的に取り組む活動
となることを要請している。そのような授
業の実現のためには，生徒が考えたくなる，
また，考えるに値するよく吟味された教材
を提示することを心がける必要がある。
　指導する側も，日頃から「数学的な活動」
を楽しむ機会を充実させながら，よりよい
教材の開発を行うとともに，それを共有化
する取り組みを推進したいものである。
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1　はじめに
　夏休みを利用した旅行先で，下の写真に
示したような土産用の菓子箱を見つけた。
写真では細部がわかりにくいが，構造的に
は，どちらも同じで，上底面と下底面が平
行で合同な正方形，側面が合同な二等辺三
角形で囲まれた多面体である。
　このような立体の体積を，中学校レベル
の数学で求めることができるだろうか。

2　立体を観察してみよう
　中学校の数学で，体積について公式化さ
れている多面体は「角柱」と「角錐」であ
るから，その他の多面体の体積については，
もし求めることができるのならば，これら
の公式が使えるように，「対象図形を分解
する」，「対象図形を囲んで不要部分を切り
取る」，「対象図形を等積変形する」などの
工夫が必要である。今回の立体については，
どのような工夫をすればよいだろうか。
　まず，図1を見てみよう。これは，上の
写真の左側の立体の見取図である。

　この立体は，四角柱をねじって側面の長
方形を二等辺三角形にした多面体で，この
ような立体を「反角柱（antiprism）」また
は「ねじれ角柱」という。なお，反角柱の
中で，底面が正多角形のものを「正反角柱」
という。図1の立体では，底面が正方形な
ので，「正反四角柱」というのだろう。
　ネーミングはともかく，次に，この立体
を真上から観察してみよう。どんなことに
気づくだろうか。（図2）

　まず，下底面
EFGHは上底面
ABCD を 対 角
線の交点を中心
として 45°回転
移動させた位置
にあるから，平
面図は正八角形
になる。

数学的活動へのイノベーション

反角柱の菓子箱を考察する
吉野  茂　［東京都立三鷹中等教育学校主幹教諭］
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　また，E，F，
G，Hは，下底面
の対角線を1辺
とする正方形
PQRS上にある
ことがわかる。

（図3）
　今回新しく

学ぶことになった「投影図」は，このよう
に空間図形を分析的に考察するツールの 1
つとして役立てるとよい。
　以上のことから，四隅に三角錐部分を補
えば，立体ABCD−PQRS は正四角錐台と
なることがわかる。（図4）

3　角錐台の体積を求めよう
　図5のような角錐台の体積は，どのよう
にして求めればよいだろうか。

　いくつかの方法が考えられるが，ここで
は，公式が使える立体に分割することを考

えてみる。図5のように，中心の正四角柱
のまわりに，4つの三角錐と 4つの三角柱
ができることを確認しよう。これらをもと
にして，この正四角錐台の体積 Vを計算す
ると，V＝ h

3（a2＋ab＋b2）となる。
　この式を図4に適用して，図1の立体の
体積を計算すると，b＝ 2 aより，
2＋ 2
3 a2hという式が導かれる。

　この式を「よむ」と，係数の関係から，
同じ高さの正四角柱の体積より若干大きく
なっていることもわかる。
　ちなみに，角錐
台の体積 Vは図6
のように相似の考
えを利用して一般
化すれば，

　x＝
h S1
S2− S1

より，
　V＝ 13 S2（x＋h）− 13 S1x

を計算して

　V＝ h
3（S1＋ S1S2＋S2）

となることが導かれる。

4　おわりに
　「数学的活動を通して…」で始まる数学
科の目標は，毎時間の授業において，生徒
が目的意識をもって主体的に取り組む活動
となることを要請している。そのような授
業の実現のためには，生徒が考えたくなる，
また，考えるに値するよく吟味された教材
を提示することを心がける必要がある。
　指導する側も，日頃から「数学的な活動」
を楽しむ機会を充実させながら，よりよい
教材の開発を行うとともに，それを共有化
する取り組みを推進したいものである。
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1　はじめに
　この春から使用されているいくつかの検
定教科書の中で，下の図1に示すように，
円を直線 ℓ のまわりに 1 回転させてでき
る立体について考えさせる場面を設定して
いるものがある。

　この回転体は，ご存じのとおり，図2に
示すような円環体と呼ばれる立体である。
身近な立体としては，環形蛍光灯やドーナ
ツ，あるいは浮き輪などがあげられるであ
ろう。

　本稿では，この回転体について，計量の
面にも注目しながら，中学生なりに納得で
きる活動にするための方策について考えて
みたい。

2　既知の考えをもとにして
　この立体の体積を求めることは，積分の
応用として，高校の教科書の例題でとりあ
げられているが，これを中学生にも取り組
めるように，求め方を工夫してみよう。
　まず，回転させる面を正方形に変えた場
合と比較しながら考えてみる。（図3）

　図3のような問題は，中学校のどの教科
書でも扱われる定番メニューの 1 つである。
ここでは，図1' との比較のために，正方形
としたが，一般的には長方形でよい。身近
な立体としては，トイレットペーパーやバ
ウムクーヘンなどがあげられるであろう。
　図3の回転体の体積は，ふつう次のよう
に円柱の体積の差を計算して求める。
　　π（R＋r） 2×2r－π（R－r） 2×2r
　＝ 8πRr2

　しかし，図1' の場合は，このような考え
方が使えないから，何かの別の方法を検討
する必要がある。
　そこで，「円の面積公式」や「中心角を
使わないおうぎ形の面積の求め方」（教科書 

数学的活動へのイノベーション

ドーナツ形を探究する
吉野  茂　［東京都立三鷹中等教育学校主幹教諭］

連載

ℓ 図１

図２

ℓ

R
O

図１' 図３

O
r

ℓ

R r

15

1 年 p.190 参照）を考えたときのように，同
心円部分を図4のように等分し，図5のよ
うに，回転する面を交互にあわせて積み重
ねた立体を考えてみる。

　等分する数を増やしていけば図6のよう
な柱体とみなせるという説明は，小学校で
円の面積を長方形に帰着させた考え方と同
じである。曖昧さは残るものの，中学校の
数学としては許容してよいであろう。高さ
の 2πR については，次のようにして求めれ
ばよいことを確認しておきたい。

　　 2π（R＋r） 
2 ＋ 2π（R－r） 

2 ＝2πR

　さて，柱体とみた図6の体積を実際に計
算してみると，図3の場合には，回転する
面（正方形）の面積が 4r2 であるから，
　　4r2×2πR＝8πRr2 …①
となるが，これは前述の円柱の体積の差を
もとにした結果と一致する。
　この方法を認めることにすれば，図1' の
場合には，
　　πr2×2πR＝ 2π2Rr2 …②
ということになる。π が 2 乗になるところ
が新鮮だが，この結果は積分を使って求め
た結果と一致して正しいものである。

３　文字式をよむこと
　前述の式①と②の左辺に注目してみよう。
この中で，2πR は柱体の高さとして扱った
が，これは回転させた面の中心（重心）が
えがく曲線（円周）の長さに等しいと考え
ることができる。（図7）
　したがって，①と②の左辺の求め方は，
　（回転する面Fの面積）×（Fの重心の移動距離）
とまとめることもできる。
　実は，これは，
パップス・ギュ
ルダンの定理と
よばれているも
ので，これを使
うと，回転体の体積を考えるときには便利
なこともある。上記の課題のように，回転
する面が点対称な図形のときには，対称の
中心が重心となるので扱いやすいが，一般
的には，回転する面の重心が簡単には求め
られないことに留意する必要がある。
　さて，体積についての探究が終わったら，
今度はこの回転体の表面積についても考え
させてみたい。これについては，再び図6
に注目することにより，柱体の側面積と等
しくなることが容易にわかるであろう。
　さらに，この回転体の表面積を，「パッ
プス・ギュルダンの定理仕立てにすること
ができないか」と考えることは興味ある話
題となる。

４　終わりに
　今回の題材は，高校で学習するとはいっ
ても，これは数Ⅲの内容であるから，履修
するのは理系を中心とした一部の生徒だけ
である。したがって，多少の曖昧さはある
ものの，今回のような扱いで中学生に体感
させておくことは，それなりに意味のある
ことではないかと考えているのであるが，
いかがであろうか。

図４

平面図

立面図

図５ 図６

2πR 図７

R O

ℓ
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1　はじめに
　この春から使用されているいくつかの検
定教科書の中で，下の図1に示すように，
円を直線 ℓ のまわりに 1 回転させてでき
る立体について考えさせる場面を設定して
いるものがある。

　この回転体は，ご存じのとおり，図2に
示すような円環体と呼ばれる立体である。
身近な立体としては，環形蛍光灯やドーナ
ツ，あるいは浮き輪などがあげられるであ
ろう。

　本稿では，この回転体について，計量の
面にも注目しながら，中学生なりに納得で
きる活動にするための方策について考えて
みたい。

2　既知の考えをもとにして
　この立体の体積を求めることは，積分の
応用として，高校の教科書の例題でとりあ
げられているが，これを中学生にも取り組
めるように，求め方を工夫してみよう。
　まず，回転させる面を正方形に変えた場
合と比較しながら考えてみる。（図3）

　図3のような問題は，中学校のどの教科
書でも扱われる定番メニューの 1 つである。
ここでは，図1' との比較のために，正方形
としたが，一般的には長方形でよい。身近
な立体としては，トイレットペーパーやバ
ウムクーヘンなどがあげられるであろう。
　図3の回転体の体積は，ふつう次のよう
に円柱の体積の差を計算して求める。
　　π（R＋r） 2×2r－π（R－r） 2×2r
　＝ 8πRr2

　しかし，図1' の場合は，このような考え
方が使えないから，何かの別の方法を検討
する必要がある。
　そこで，「円の面積公式」や「中心角を
使わないおうぎ形の面積の求め方」（教科書 

数学的活動へのイノベーション

ドーナツ形を探究する
吉野  茂　［東京都立三鷹中等教育学校主幹教諭］
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1 年 p.190 参照）を考えたときのように，同
心円部分を図4のように等分し，図5のよ
うに，回転する面を交互にあわせて積み重
ねた立体を考えてみる。

　等分する数を増やしていけば図6のよう
な柱体とみなせるという説明は，小学校で
円の面積を長方形に帰着させた考え方と同
じである。曖昧さは残るものの，中学校の
数学としては許容してよいであろう。高さ
の 2πR については，次のようにして求めれ
ばよいことを確認しておきたい。

　　 2π（R＋r） 
2 ＋ 2π（R－r） 

2 ＝2πR

　さて，柱体とみた図6の体積を実際に計
算してみると，図3の場合には，回転する
面（正方形）の面積が 4r2 であるから，
　　4r2×2πR＝8πRr2 …①
となるが，これは前述の円柱の体積の差を
もとにした結果と一致する。
　この方法を認めることにすれば，図1' の
場合には，
　　πr2×2πR＝ 2π2Rr2 …②
ということになる。π が 2 乗になるところ
が新鮮だが，この結果は積分を使って求め
た結果と一致して正しいものである。

３　文字式をよむこと
　前述の式①と②の左辺に注目してみよう。
この中で，2πR は柱体の高さとして扱った
が，これは回転させた面の中心（重心）が
えがく曲線（円周）の長さに等しいと考え
ることができる。（図7）
　したがって，①と②の左辺の求め方は，
　（回転する面Fの面積）×（Fの重心の移動距離）
とまとめることもできる。
　実は，これは，
パップス・ギュ
ルダンの定理と
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1　はじめに
　今回は，第 1 学年のＢ図形領域の「作図」
について考えてみよう。
　中学校学習指導要領（文部科学省，2008）
の第 1 学年の図形領域の目標には，「見通
しをもって作図したり図形の関係について
調べたりして平面図形についての理解を深
めるとともに，論理的に考察し表現する能
力を培う」とある。今回，特に，「論理的
に…培う」の部分が加わったことを受けて，
今まで以上に，数学的活動を通して目標に
迫る指導を進められていることと思うが，
くれぐれも，「かき方指導」だけに終始し
てしまうことのないように留意したい。
　「基本の作図」の学習展開については各指
導者の工夫に委ねるとして，本稿では，そ
の後の「作図の活用」について考えてみたい。

2　新課程と「作図」 （その 1）
　新課程においても，「基本的な作図」の
学習内容には変化はないが，今回の改訂に
よる他の指導内容の変更（復活）に伴って，

「作図」の問題にもいくつかの復活がある
ことに留意したい。本稿を執筆している段
階で，今年度の高校入試の情報をまだ十分
得ていないので，昨年の春実施（移行措置
の内容を 1 年から学んだ生徒が受験した初
年度）の問題の中から，まず，「移動」に

関するものを考察してみよう。

　右の図において，
線分 A' B' を直径とする
半円は，線分 AB を
直径とする半円を
回転移動したもの
である。このとき，
回転の中心 O を，
コンパスと定規を
用いて作図しなさい。
　　　（2012 群馬県）

　下の図のような，半円 O と直線ℓが
ある。この半円を，
直線ℓを対称の軸
として対称移動
した図を作図せよ。
　　（2012 愛媛県）

　学習指導要領解説書（文部科学省 2008）
には，「移動に関する内容を，作図に関す
る内容と密接に関連させながら取り扱うこ
とで，平面図形についての理解を一層深め

数学的活動へのイノベーション

「作図の活用」の指導計画
吉野  茂　［東京都立三鷹中等教育学校主幹教諭］

連載
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るとともに…」とある。したがって，「移動」
を題材としたこのような作図は，今後も出
題が予想されると思うし，学習のねらいか
らも指導計画の中に位置づけておきたい。
　前者の作図は，基本の作図の垂直二等分
線を活用するものであり，また，回転移動
の性質を確認するものとしても大切な課題
だと思うが，昨年春から使用している検定
教科書において，残念ながらこのような課
題はまだ多くはみられない。
　一方，後者の作図については，いろいろ
な解答類型が考えられるので，授業の中で
取り上げ，数学的活動に生かすとよいと思
う。
　この問題について
発表されている
解答例は，右
の図1の通り
であるが，
教科書に記述
してある対称
移動の性質から
考えると，図1の
ような発想よりも
図2のような
考え方をする
生徒の方が
多いのでは
ないかと思われる。
　しかし，授業の中では，
図1のような発想にも至る展開を期待した
いところである。各学校の生徒の実態は
どうであろうか。（註：図1の作図について，
延長線のアイデアはよいのだが，半径の確
定が不明確なのがちょっと気になる。）

3　新課程と「作図」 （その 2）
　次に示したのは，復活した学習内容の 1

つである「相似と面積比」に関するもので，
中学 3 年生対象の作図である。

　右の図の△ABC
に対して，次の
ものを定規と
コンパスを
用いて作図
しなさい。
⑴　AB を対角線とする正方形
⑵　点 B' は辺 AB 上，点 C' は辺 AC

上の点であり，△AB' C' ∽△ABC
であって，△AB' C' ＝ 1

2 △ABC
となる点 B' と点 C'

（2012 慶応義塾女子）

　⑴は，図3のように垂直二等分線を活用
する標準的な
作図の問題で
ある。
　一方，⑵は，

「平方根」の知識や
「特別な直角三角形
の比」および今回の改訂で復活した「相似
な図形の面積比」の知識が必要である。
　「面積を半分にするには，対応する辺を  

2 分の 1 にすればよい」ということと，⑴
の作図に潜む
1： 2 の関係を
ヒントに，図4の
ような作図をする
ことになる。（註：
①は，辺 AB 上に
AD=AB' となる点
B' をとっている。）
　この問題は難度がやや高いが，学習の進
行にあわせて図形の性質などを作図に活用
していく例として紹介しておく。

図1

図2

図3

図4
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　ちなみに，この作図の後半部分（②～③）
では，基本の作図である 2 種類の「垂線」
を活用しているが，これは結局，「平行線」
の作図になっている。中学校では，「平行線」
を基本の作図に入れていないため，これが
一般的な作図となるが，図5のように，

「角の二等分線」
の作図において
円の半径を
等しくとれば

「平行線」は
現れている。
　上記のような課題を扱うときに，こういっ
た見方を発展的に学び直すこともできる。

4　学習の深化と「作図」
　最後に次の問題を考えてみよう。

　図のように，線分 OA，OB がある。
下の【条件】の

［1］［2］をとも
にみたす点 P を，
定規とコンパス
を使って作図し
なさい。

【条件】
［1］　点 P は，∠AOB を 2 等分する直

線上にある。
［2］　点 P は，線分 OA を斜辺とする直

角三角形の頂点である。
（2012 山形県）

　これは，中学 1 年生が取り組むことので
きる標準的な作図問題である。図6に示す
ように，基本の作図である「角の二等分線」
と「垂線」を連動せればよい。多くの生徒が，
このように作図するであろう。
　しかし，中学校 2 年で二等辺三角形の性 

質を学習した後な
らば，図7のよう
な方法で作図する
ことも可能である。
さらに，中学 3 年
で円の学習をして
いるときならば，
図8のような工夫
があってもよいで
あろう。
　このように，一
度扱った問題であ
っても，学年進行
によるツールの増
加とともに，作図
力が深化・発展し
ていくことを味わ
わせていくことも
大切である。

5　おわりに
　新課程で復活した作図の研究，および学
年の進行にあわせた継続的な作図指導の大
切さを述べてきたが，最後に中高の接続に
ついて一言ふれておきたい。
　平成 12 年度からの新課程において，高
校数学にも「作図」が新設されているのを
ご存じだろうか。高等学校学習指導要領（文
部科学省，2009）の「数学Ａ」の内容⑶ 
図形の性質のア平面図形の（ウ）作図では，

「基本的な図形の性質などをいろいろな図
形の作図に活用すること」とある。新しい
検定教科書を見ても扱い方は様々であり，
内容面は今後もう少し整理されていくであ
ろうが，どんな内容を扱うことになってい
るのかを確認すると，中学数学の指導者に
とっても，よい教材研究になると思う。

図5

図6

図7

図8
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1　はじめに
　前回は，学年の進行にあわせた継続的な
作図指導の大切さを述べたが，今回も引き
続き作図に関する課題について考えていこ
うと思う。
　高校においても，数学Aという科目の中
で「作図」を扱うようになり，中学校での
学習内容を基にして，「基本的な図形の性
質などをいろいろな図形の作図に活用する
こと」を学習することになっている。
　例えば，高校の学習指導要領解説書（数
学編）の中で，「正五角形などの作図を扱
うことが考えられる」ことが示されている
が，この作図はどの教科書でも扱われてい
るわけではないので，すべての高校生が学
ぶとは限らない。
　そこで，今回は，義務教育における学び
の総仕上げとして，中学生にも「正五角形
の作図」を課題とすることができないか？
ということについて考えてみたいと思う。

2　何がわかれば作図できるのか？
　まず，1辺の長さがわかっている場合の
正五角形について考えてみよう。
　図1のように，作図したい正五角形の頂
点をA，B，C，D，Eとし，そのうちの 1
辺 CDからスタートするとして，次にどの
点を作図すればよいかを考える。

　結論としては，
残りの 3点のどれ
であっても，正五
角形を作図するこ
とはできる。また，
どの点を選んだと
しても，それは正
五角形の対角線の長さを決定することに帰
着する。作図するにあたって，このことを
理解しておくことは，大切な活動であると
いえよう。

3　対角線の長さを求めるには？
　次に，対角線の長さはどのようにすれば
求められるのかを考えることになるが，こ
れについては，ほとんどの検定教科書にお
いて，「自由研究」や「課題学習」の頁で「黄
金比」の紹介とともに取り上げられている
ので，それらを参考にするとよいと思う。
　ただし，多くの教科書で，対角線を求め
るために必要な
2 つの三角形が
予め指定されて
しまっているの
は残念なことで
ある。図2のよ
うに，5 本の対
角線が引かれた

数学的活動へのイノベーション

「正五角形の作図」いつやるの？
吉野  茂　［東京都立三鷹中等教育学校主幹教諭］
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うことが考えられる」ことが示されている
が，この作図はどの教科書でも扱われてい
るわけではないので，すべての高校生が学
ぶとは限らない。
　そこで，今回は，義務教育における学び
の総仕上げとして，中学生にも「正五角形
の作図」を課題とすることができないか？
ということについて考えてみたいと思う。

2　何がわかれば作図できるのか？
　まず，1辺の長さがわかっている場合の
正五角形について考えてみよう。
　図1のように，作図したい正五角形の頂
点をA，B，C，D，Eとし，そのうちの 1
辺 CDからスタートするとして，次にどの
点を作図すればよいかを考える。

　結論としては，
残りの 3点のどれ
であっても，正五
角形を作図するこ
とはできる。また，
どの点を選んだと
しても，それは正
五角形の対角線の長さを決定することに帰
着する。作図するにあたって，このことを
理解しておくことは，大切な活動であると
いえよう。

3　対角線の長さを求めるには？
　次に，対角線の長さはどのようにすれば
求められるのかを考えることになるが，こ
れについては，ほとんどの検定教科書にお
いて，「自由研究」や「課題学習」の頁で「黄
金比」の紹介とともに取り上げられている
ので，それらを参考にするとよいと思う。
　ただし，多くの教科書で，対角線を求め
るために必要な
2 つの三角形が
予め指定されて
しまっているの
は残念なことで
ある。図2のよ
うに，5 本の対
角線が引かれた

数学的活動へのイノベーション

「正五角形の作図」いつやるの？
吉野  茂　［東京都立三鷹中等教育学校主幹教諭］

連載

図1

図2
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図の中には，いろいろな相似な図形を見つ
けることができるので，それらのうちどれ
を用いて対角線の長さを求めればよいかを
考えることも，大切な活動だと思うからだ。
　また，この課題解決を通して，思わぬ副
産物に出会うこともある。それまでの学習
経験がどうなっ
ているのかにも
よるが，図3に
おいて，2 本の
対角線によって
1 つの内角が等
分されることを，
生徒によっては
とても新鮮な事実として受け止める場合が
ある。
　これは，正五角形に限らず，すべての正
多角形についていえることであり，円周角
の定理の学習後であれば簡単に確認するこ
とができる事項であるが，それまでの間は
不思議な性質の 1つであるので，必要に応
じて丁寧に指導することも大切である。
　さて，本論に戻って対角線の長さについ
て確認しよう。例えば，図4で，△ACI と
△ DEI が 相
似であること
に注目し，
1 辺の長さを
1 とした場合
について考え
ると，
　x：1＝1：（x－1）
より　x2－x－1＝0
これを解いて
x＞ 0　より　x＝ 1＋ 5

2 　となる。
　中学校 3年の検定教科書では，正五角形
を黄金比の紹介の題材として扱っているだ
けなので，ここで話が終わっているが，本

稿では，正五角形の作図を目標として対角
線の長さを求めようとしたわけであるから，
ここからがいよいよ本題となる。

4　作図をしてみよう（その1）
　長さ 1に対して 1

2 を作図することは，中
学校 1年の基本の作図で学習済みである。
問題は 5

2 であるが，基本は 5 の作図であ
る。正式には，三平方の定理の学習を待た
なければならない内容であるが，「平方根」
の学習で何度か登場している経験をうまく
生かせば，それを待たずに，作図する方法
も理解できるはずである。
　一般には，1辺の長さがわかっている場
合の作図は，次の図5と図6がもとになる。

　
5　作図をしてみよう（その2）
　次に，正五角形の外接円の半径がわかっ
ている場合の作図について考えてみよう。
この場合の作図も，その方法自体はそれほ
ど難しいものではないが，その証明まで考
えるとなると，中学生には難しいものとなる。
　その理由は，作図に必要な長さの関係が，
次の表に示したようになるからである。

図3

図6図5

図4
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　外接円の半径から作図する方法は，一般
に図7のように行われる。

　上の図で，弧 ST は，中心を Q，半径
を QS としたものである。また，弧 TU は，
中心を S，半径を ST としたものである。
　このとき，線分 SU（＝ ST）の長さが，
求めたい正五角形の 1 辺の長さになるのだ
が，その値は，円 O の半径を 1 にとったと
きに，前頁の表のようになるので，これを
追究するのは，中学生にとっては，ちょっ
とハードルが高すぎるであろう。
　そこで，ひと工夫し，1 辺の長さを決定
するのに，直接，数値を使って求めなくて
もよい作図の方法を考えてみることにする。
　まず，1 辺の長さを決定するまでの作図
は，図 7の左の図の後，次の図 8，図 9
のように作図を進める。

　このとき，線分 CD が正五角形の 1 辺に
なるのだが，それはなぜだろうか？
　まず，図10で，△ ACD ∽△ OCR であ
ることを確認しよう。正五角形を作図する

には，△ ACD を底辺：等辺＝ 1： 5＋1
2

という比をもつ二等辺三角形とすればよい
わけだから，
△ OCR もそのよ
うな比の二等辺
三角形になるよ
うに作図すれば
よい。
　図 9において，
OQ ＝ 1 とすると，
QR ＝ 5 となり，
 SR ＝ 5 － 1 を得る。
　よって，図10の△ OCR において，
CR：OC ＝（ 5 － 1）：2 となるが，この比
は変形すると，1： 5＋1

2 と一致する。
　この比の変形は，うまく誘導する必要が
あるが，これならば何とか中学生なりに，
根拠をもって作図することに対して貢献で
きるのではないだろうか。
　さらに，この作図は円周を五等分する方
法を与えていることにも注目したい。

6　おわりに
　現行課程になって，二次方程式の解の公
式が扱えるようになったため，正五角形の
対角線の長さを求める問題が，公立高校の
入試問題にも登場してきている。また，相
似な図形の面積比も扱えるようになったた
め，例えば図 2の五角形 FGHIJ の面積な
どについても考察することができるように
なった。
　正五角形を舞台とした課題解決は，まだ
まだいろいろ考えられるであろう。それら
を，いつやるのか？ どこまでやるのか？
それはすべて，授業者の工夫次第である。

図7
図10

図 9図8
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図の中には，いろいろな相似な図形を見つ
けることができるので，それらのうちどれ
を用いて対角線の長さを求めればよいかを
考えることも，大切な活動だと思うからだ。
　また，この課題解決を通して，思わぬ副
産物に出会うこともある。それまでの学習
経験がどうなっ
ているのかにも
よるが，図3に
おいて，2 本の
対角線によって
1 つの内角が等
分されることを，
生徒によっては
とても新鮮な事実として受け止める場合が
ある。
　これは，正五角形に限らず，すべての正
多角形についていえることであり，円周角
の定理の学習後であれば簡単に確認するこ
とができる事項であるが，それまでの間は
不思議な性質の 1つであるので，必要に応
じて丁寧に指導することも大切である。
　さて，本論に戻って対角線の長さについ
て確認しよう。例えば，図4で，△ACI と
△ DEI が 相
似であること
に注目し，
1 辺の長さを
1 とした場合
について考え
ると，
　x：1＝1：（x－1）
より　x2－x－1＝0
これを解いて
x＞ 0　より　x＝ 1＋ 5

2 　となる。
　中学校 3年の検定教科書では，正五角形
を黄金比の紹介の題材として扱っているだ
けなので，ここで話が終わっているが，本

稿では，正五角形の作図を目標として対角
線の長さを求めようとしたわけであるから，
ここからがいよいよ本題となる。

4　作図をしてみよう（その1）
　長さ 1に対して 1

2 を作図することは，中
学校 1年の基本の作図で学習済みである。
問題は 5

2 であるが，基本は 5 の作図であ
る。正式には，三平方の定理の学習を待た
なければならない内容であるが，「平方根」
の学習で何度か登場している経験をうまく
生かせば，それを待たずに，作図する方法
も理解できるはずである。
　一般には，1辺の長さがわかっている場
合の作図は，次の図5と図6がもとになる。

　
5　作図をしてみよう（その2）
　次に，正五角形の外接円の半径がわかっ
ている場合の作図について考えてみよう。
この場合の作図も，その方法自体はそれほ
ど難しいものではないが，その証明まで考
えるとなると，中学生には難しいものとなる。
　その理由は，作図に必要な長さの関係が，
次の表に示したようになるからである。

図3

図6図5

図4
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　外接円の半径から作図する方法は，一般
に図7のように行われる。

　上の図で，弧 ST は，中心を Q，半径
を QS としたものである。また，弧 TU は，
中心を S，半径を ST としたものである。
　このとき，線分 SU（＝ ST）の長さが，
求めたい正五角形の 1 辺の長さになるのだ
が，その値は，円 O の半径を 1 にとったと
きに，前頁の表のようになるので，これを
追究するのは，中学生にとっては，ちょっ
とハードルが高すぎるであろう。
　そこで，ひと工夫し，1 辺の長さを決定
するのに，直接，数値を使って求めなくて
もよい作図の方法を考えてみることにする。
　まず，1 辺の長さを決定するまでの作図
は，図 7の左の図の後，次の図 8，図 9
のように作図を進める。

　このとき，線分 CD が正五角形の 1 辺に
なるのだが，それはなぜだろうか？
　まず，図10で，△ ACD ∽△ OCR であ
ることを確認しよう。正五角形を作図する

には，△ ACD を底辺：等辺＝ 1： 5＋1
2

という比をもつ二等辺三角形とすればよい
わけだから，
△ OCR もそのよ
うな比の二等辺
三角形になるよ
うに作図すれば
よい。
　図 9において，
OQ ＝ 1 とすると，
QR ＝ 5 となり，
 SR ＝ 5 － 1 を得る。
　よって，図10の△ OCR において，
CR：OC ＝（ 5 － 1）：2 となるが，この比
は変形すると，1： 5＋1

2 と一致する。
　この比の変形は，うまく誘導する必要が
あるが，これならば何とか中学生なりに，
根拠をもって作図することに対して貢献で
きるのではないだろうか。
　さらに，この作図は円周を五等分する方
法を与えていることにも注目したい。

6　おわりに
　現行課程になって，二次方程式の解の公
式が扱えるようになったため，正五角形の
対角線の長さを求める問題が，公立高校の
入試問題にも登場してきている。また，相
似な図形の面積比も扱えるようになったた
め，例えば図 2の五角形 FGHIJ の面積な
どについても考察することができるように
なった。
　正五角形を舞台とした課題解決は，まだ
まだいろいろ考えられるであろう。それら
を，いつやるのか？ どこまでやるのか？
それはすべて，授業者の工夫次第である。

図7
図10

図 9図8
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13

1　はじめに
　学習指導における問題解決において，生
徒にとっては不思議な結果に到達すること
がある。そして，その意味を探っていくこ
とで，また新たな発見に出会うことも多い。
「なるほど！すっきりした。」という体験は，
さらなる学習への原動力にも繋がり，大切
にしたいものである。
　今回は，第 3学年 6章「円」の［ジャンプ］
の頁（教 p.182）にある「弦の長さ」を題
材として話を進めようと思う。

2　相似な三角形を見つける活動
　教科書では，まず，本文の p.174 で，円
周角の定理を活用する証明の例題として，
図1や図2の中に潜む相似について考察す
る活動が取り上げられている。この問題で
は，補助線をひいて「相似な三角形を見つ
ける活動」を大切にしたいところではある
が，教科書ではその性質上，証明すべきこ
とが示されている。

　図1からは，図3のア，イのような相似
な三角形が見つかる。

　また，図2からは，図4のア，イのよう
な相似な三角形が見つかる。
　ただし，図 4のイは，「円に内接する四
角形の性質」を本文では扱えないため，教
p.181 の［ジャンプ］での扱いとなっている。

　教 p.182 の［ジャンプ］では，上記のい
ずれの場合においても，PA×PB=PC×PD
が成り立つことを数学的な活動を通して確
認することになっている。

3　PA×PB は何を表すのか？
　教師用指導書でもふれているように，こ

数学的活動へのイノベーション

PA×PB を探究する
吉野  茂　［東京都立三鷹中等教育学校主幹教諭］

連載

　図1

　図3－イ

　図2

　図4－ア

　図3－ア

　図4－イ
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の性質は「方べきの定理」と呼ばれ，高等
学校の数学 A で学習する内容である。
　したがって，中学生への指導において，
この性質を活用するような課題まで深入り
する必要はないが，ここで気になるのは，
PA×PB の意味である。これは図形的には
どのような意味をもつのだろうか？
　PA×PB は 2 つの線分の長さの積である
から，それらを各辺とする長方形の面積を
表していると考えることができるであろう。
　そのように解釈をすれば，PA×PB=PC
× PD は，2 つの長方形の面積が等しいこと
を表していると考えることができる。
　図 5および図 6は，それぞれ図 1およ
び図2の場合について，上記のことを示し
たものである。

4　PA×PBが一定の意味は？
　PA×PB=PC×PD が成り立つということ
は，点 P を通り円 O と 2 点で交わる 2 直線
をどのようにひいても，円によって分割さ
れる 2 つの線分の積が一定になることを意
味している。その値はどのようになるので
あろうか？
　まず，図 2のように点 P が円 O の外に
ある場合について考察してみよう。
　「点 P を通り円 O と 2 点で交わる 2 直線
をどのようにひいてもよい」のであるから，
円外の点 P と円 O との位置関係を語ること
のできるように，点 P を通る直線が円 O の
中心 O を通る場合を考えてみる。（図7）

　円 O の半径を r，点 P と円の中心 O の距
離をdとすると，図7より次のことがいえる。
　　　PA×PB =PQ×PR
 =（d－r）（d＋r）
 =d2 －r2

　つまり，PA×PB は，r と d によって決
定する値となる。
　この結果の図形的な解釈を理解するには，
次章の「三平方の定理」の学習を待たなけ
ればならないが，図 8に示すように，PA
× PB の値は，円外の点 P から円 O にひい
た接線の長さを 1 辺とする正方形の面積と
一致するのである。
　この一定の値のことを「点 P の円 O に関

　図5

　図7

　図6
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1　はじめに
　学習指導における問題解決において，生
徒にとっては不思議な結果に到達すること
がある。そして，その意味を探っていくこ
とで，また新たな発見に出会うことも多い。
「なるほど！すっきりした。」という体験は，
さらなる学習への原動力にも繋がり，大切
にしたいものである。
　今回は，第 3学年 6章「円」の［ジャンプ］
の頁（教 p.182）にある「弦の長さ」を題
材として話を進めようと思う。

2　相似な三角形を見つける活動
　教科書では，まず，本文の p.174 で，円
周角の定理を活用する証明の例題として，
図1や図2の中に潜む相似について考察す
る活動が取り上げられている。この問題で
は，補助線をひいて「相似な三角形を見つ
ける活動」を大切にしたいところではある
が，教科書ではその性質上，証明すべきこ
とが示されている。

　図1からは，図3のア，イのような相似
な三角形が見つかる。

　また，図2からは，図4のア，イのよう
な相似な三角形が見つかる。
　ただし，図 4のイは，「円に内接する四
角形の性質」を本文では扱えないため，教
p.181 の［ジャンプ］での扱いとなっている。

　教 p.182 の［ジャンプ］では，上記のい
ずれの場合においても，PA×PB=PC×PD
が成り立つことを数学的な活動を通して確
認することになっている。

3　PA×PB は何を表すのか？
　教師用指導書でもふれているように，こ

数学的活動へのイノベーション

PA×PB を探究する
吉野  茂　［東京都立三鷹中等教育学校主幹教諭］

連載

　図1

　図3－イ

　図2

　図4－ア

　図3－ア

　図4－イ
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の性質は「方べきの定理」と呼ばれ，高等
学校の数学 A で学習する内容である。
　したがって，中学生への指導において，
この性質を活用するような課題まで深入り
する必要はないが，ここで気になるのは，
PA×PB の意味である。これは図形的には
どのような意味をもつのだろうか？
　PA×PB は 2 つの線分の長さの積である
から，それらを各辺とする長方形の面積を
表していると考えることができるであろう。
　そのように解釈をすれば，PA×PB=PC
× PD は，2 つの長方形の面積が等しいこと
を表していると考えることができる。
　図 5および図 6は，それぞれ図 1およ
び図2の場合について，上記のことを示し
たものである。

4　PA×PBが一定の意味は？
　PA×PB=PC×PD が成り立つということ
は，点 P を通り円 O と 2 点で交わる 2 直線
をどのようにひいても，円によって分割さ
れる 2 つの線分の積が一定になることを意
味している。その値はどのようになるので
あろうか？
　まず，図 2のように点 P が円 O の外に
ある場合について考察してみよう。
　「点 P を通り円 O と 2 点で交わる 2 直線
をどのようにひいてもよい」のであるから，
円外の点 P と円 O との位置関係を語ること
のできるように，点 P を通る直線が円 O の
中心 O を通る場合を考えてみる。（図7）

　円 O の半径を r，点 P と円の中心 O の距
離をdとすると，図7より次のことがいえる。
　　　PA×PB =PQ×PR
 =（d－r）（d＋r）
 =d2 －r2

　つまり，PA×PB は，r と d によって決
定する値となる。
　この結果の図形的な解釈を理解するには，
次章の「三平方の定理」の学習を待たなけ
ればならないが，図 8に示すように，PA
× PB の値は，円外の点 P から円 O にひい
た接線の長さを 1 辺とする正方形の面積と
一致するのである。
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する方べき」というのだが，上記のように
考えると「方べき」というネーミングのよ
さが理解できるであろう。

　次に，図 9のように点 P が円 O の中に
ある場合について考えてみよう。

　図9より次のことがいえる。
　　　PA×PB =PQ×PR
 =（r－d）（r＋d）
 =r2 －d2

　この場合もやはり，PA×PB は，r と d
によって決定する値となり，図形的な意味
は図10によって示される。

　図10において，r2 －d2 が何を表してい
るのかについては，もうおわかりであろう。

5　おわりに
　今回取り上げた「方べきの定理」につい
て，これを中学生にそのまま指導すること
を期待しているわけではない。相似を学ん
だことによって見えてくる，円と弦（割線）
の不思議な性質について，中学生なりに探
究する場面を設定できるのではないかとい
う提案である。適切な数値や適切な場面設
定によって，「相似」と「三平方の定理」
をコラボするよい教材に仕立て上げること
ができるのではないだろうか。設計の詳細
については指導者のアイデアと数学的な活
動に委ねることにしたい。
　なお，図10において，PQ=a，PR=b と
すると，PS= ab となる。この関係は，根
号のついた数の作図にも生かすことができ
るであろう。
　さらに（これは中学生には余計なことで
はあるが），OS= a＋b

2 であることに注目す
ると，図10は相加平均と相乗平均の関係
を図形的に説明しているという見方もでき
るであろう。
　指導者の数学的活動を通して，生徒に 
とって意味のある教材のストックを増やし，
これを共有化していくことを期待したい。

　図8

　図10

　図9

正四面体を見る眼を養う

吉野　茂　[東京都立三鷹中等教育学校主幹教諭 ]

連載：数学的活動へのイノベーション
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1．はじめに
　以前に，「封筒から作る四面体」の考察を
取り上げたことがある。（2011 年春号）
正四面体については，中学校 1年生の教科
書に登場するものの，それ以降，その計量
について教科書では扱われていない状況に
ある。しかし，空間図形について，自分で
視点を決めて観察し，分析的に考察すると
いう見方や考え方を身に付けたり，実感
を伴って理解を深めることの学習を進める
という点で，正四面体は，もっと積極的に
扱ってよい立体ではないかと考える。
　ここでは，以前の拙稿の続編として正四
面体の体積のいろいろな求め方や正四面体
の接球について考えてみようと思う。今回
もやはり立体を手元において考察しよう。

2．正四面体の体積の求め方は？
　3年生の図形の指導を一通り終えた段階
を想定し，正四面体の体積について，どの
ようなアプローチができるかを検討しよう。
　1年生で直線と
平面の垂直関係を
学習しているので，
図1のように，
面PCDと辺ABと
位置関係を確認す
ることにより，正

四面体ABCD の体積を求めることができ
る。このような見方は，例えば今春の富山
県の入試などにその出題例がある。
　2年生では，立方体の切断についての考
察（p.173 ジャンプ）を行っているので，図2
のような立体ACFH
が正四面体になるこ
とを理解することも
できるであろう。こ
のような立体の見方
は，例えば 2014 年の
京都府の入試などに
その出題例がある。
　さらに，三角錐BACFの体積がもとの立方

体の 16 になることや，△ABCなどが直角二

等辺三角形であることをもとにすれば 1辺

を aとする正四面体の体積が √2
12 a

3 と一般

化されることも容易に理解できる。
　一方，図3のよ
うに頂点 A から
底面BCDにひいた
垂線の足をHとし，
AHをこの立体の
高さと見て体積を
求める方法も考え
ることができる。

図1

図2

図3
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　Hの位置を把握するには，Aから見たと
きの底面BCDをかいてみればよい。（図4）
現行課程では「重心」が中学校の学習メニ
ューにはないが，「重心」に触れなくても，
この図の中に 30°，60°，90°の三角定規形を
見いだすことにより，
BH：HM＝ 2：1と
なることは理解でき
るはずである。この
ことをもとにして，

AH× √6
3 a となる

ことがわかる。
なお，3年の教科書では重心も話題にして
いるので，これを活用することも可能である。
（p.161 ジャンプ）

3．4つの頂点を通る球についての探究
　次に，正四面体
の4つの頂点を通
る球（外接球）と
その半径について
考えてみよう。
図5はそのイメー
ジを見取図に表し
たものである。
　図6に示すよう
に，図3のAH上
の点は，3点 B，C，
Dから等距離にあ
ることを確認しよ
う。したがって，
球の中心Oは，
AH上のどこかに
あるはずである。
　また，中心Oは 2点 A，Bからの距離が
等しい点とも考えられるので，点OはAB
の垂直二等分線上にもある。したがって，

面ABMにおいて，
AB の中点を Nと�
するとき，点Oは
AB と NM の交点�
となることがわか�
る。（図7）
　以上のことを考慮
して正四面体ABCD
の見取図に表すと，
図8のようになる。
　ここで，点Oは
AHをどのように
分ける点なのかを
考えてみよう。
図8において，
OA=OB=OC=ODとなっていることがわか
るが，このことは正四面体ABCDが，点O
によってOHの長さを高さとする 4つの合
同な正三角錐に分割されることを意味する。

このことから，OH= 14 AHとなり，点Oは

AHを 3：1 に分ける（内分する）点である
ことがわかる。
　また，この結果は，図7の面ABMにお
いて，△AONと△ABHが相似であること
に着目することによっても確かめることが
できるので，計算させておきたい。
　以上のことから，1辺を aとする正四面体

の外接球の半径は √6
4 a となる。

4．4つの面で接する球についての探究
　正四面体の 4つの面に接する球とその半
径についても考えて
みよう。図9はその
イメージを見取図に
表したものであるが，
この内接球の中心は
どこにあるのだろうか。

図4

図5

図6

図7

図8

図9
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　先ほどの外接球の考察の中で，正四面体
ABCDが，点Oによって 4つの合同な正三
角錐に分割されることを確認したが，実は
点Oから各面にひいた垂線の長さが，正四
面体の内接球の半径となるのである。
　図 10に示したように，面ABMで考えれ
ば，OHを半径とする
円が内接球の大円を
表していることにな
る。つまり，正四面
体の内接球の半径は
√6
12 a となる。

5．6つの辺で接する球の探究
　最後に，正四面体の 6つの辺に接する球
とその半径についても考えてみよう。
　図 11はそのイメージを見取図に表した
ものである。この球のイメージが捉えにく
いときには，ストロー
などで作ったフレー
ム型の正四面体の中
で球状の風船を膨ら
ませた模型を用意し
て，観察させるとよい。
　正四面体の辺に接す
る球の直径は，正四面体の向かい合う2辺の
中点を結ぶ線分の長さであることを見いだ
すことができる。
　面ABMで考えれば，図 12のようになる。
このとき，OがMNの中点になっているこ
とは，△OAN∽△OMHに注目した計算で
も確かめられるし，
Nから BMに垂線を
ひき平行線と線分の
比の性質を用いて
1：1になることを
導いてもよい。

　このようにして，辺に接する球の中心は
Oに一致することが分かり，球の半径はMN

の半分の長さと一致するので， √2
4 aとなる

ことがわかる。
　なお，今回話題にした接球の半径を小さ
い方から，r1，r2，r3 として比較してみると，
r1：r2：r3 ＝ 1：√3：3 となる。つまり，内
接球の半径を基準にして√3倍するごとに，
辺に接する球，外接球が得られるというこ
とも見いだされる。

6．おわりに
　今回取り上げた課題は，中学生にとって
易しいものではないが，興味を持つ生徒も
多いと思うので，実態に合わせて授業者が
導入や展開を工夫してみていただきたい。
　今回は，既習事項をフルに使って横断的
に学び直す機会をつくることも意味のある
活動の 1つとなるのではないかという提案
をさせていただいた。
　最後に，大学入試問題を 1つ紹介してお
こう。今回取り上げた正四面体の外接球に
ついての探究を理解した生徒ならば，解決
することは可能だと思う。先生方も，ぜひ
数学的活動を楽しんでいただきたい。

図 10

図 11

図 12

　半径 rの球面上に 4点 A，B，C，D
がある。四面体ABCDの各辺の長さは，
AB×√3，AC=AD=BC=BD=CD=2 を
満たしている。このとき rの値を求めよ。
� （2001 年 東京大学）
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