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創造的な数学の学びのために
～「統合的・発展的に考察すること」の楽しさ・大切さを～

山崎  浩二　［岩手大学教授］

　「統合的・発展的に考察する」ことが中
学校数学科の目標に再び明示された。再び，
とは，昭和 44 年度学習指導要領の目標で
も示されている。昭和 44（1969）年といえ
ばちょうど 50 年前。わが国はまだ高度経
済成長の只中であり，アポロ 11 号が人類
初の月面着陸に成功した年でもある。
　当時の学習指導要領は数学教育の現代化
を目指したものであり，中学校には，集合，
確率，不等式などが新たに加わるとともに，
関数の概念をより明確に指導することなど
も盛り込まれた。しかし，何と言っても一
番の目玉は，数学的な考え方を指導の中心
に位置付けたことであった。統合的，発展
的に考察することはその切り札だった。
　統合的に考察するとは，多くの事柄をバ
ラバラにしておくのではなく，より広い観
点から共通するものを見いだし，同じもの
としてまとめていこうとすることである。
数学の問題の本質的なしくみ（構造）に着
目するための大切な考え方である。発展的
に考察するとは，物事を固定的なもの，確
定的なものと捉えず，絶えず新しいものを
創造しようとすることである。数学の問題
のある部分や条件を変えることで，より一
般化にしたり，より深化させたりすること
などはその一例と言えよう。数学的な関係
や性質などの発見は，この考えに基づいて
なされることが少なくない。この２つの考

えは，例えば「発展し，統合する」のよう
に連動することでその力が増す。
　統合的・発展的に考察する力を育むこと
で，思考や労力が節約でき，よりよく問題
解決ができるようになる。より一般的な性
質やきまりに気づいたり，これまでの事柄
や関係を一つにまとめたり，関連付けるこ
ともできる。問題に対しても，より深く，
より広く捉えられるようになり，数学の学
習の楽しさに気づく機会にもなる。
　当時は，数学的な考え方を含めた数学を
学ぶことの価値を生徒自身が実感し，それ
を基に数学を使って自ら問題解決できる態
度まで育つよう，まさに創造的な学びを目
指したのである。その精神は，今日まで脈々
と受け継がれている。
　統合的・発展的に考察していくことは，
少なからず高次な思考でもある。したがっ
て，必ずしも自然に育つものではない。数
学の学習を通して，意識して育むことが大
切である。もちろんそれはふだんの授業の
中でも，教科書の問題を使ってでもできる。
　単に，解いて終わり，では気づくことの
なかった関係や性質が隠れていたことに驚
いたり，こんなところにも同じと見られる
ものがあったんだという感動を覚えたり。
このような創造的な学びが培われるよう，
50 年目を契機に一層の期待をかけたい。



4

特集▶統合・発展の考え方が育つ定番教材とその扱い方

小石沢  勝之　［筑波大学附属中学校教諭］

既習を振り返り，新たな知識を得る視点を見いだす実践
第１学年

１．はじめに
　数学的に考える資質・能力を育成するた
めには，学習過程の果たす役割が重要であ
る。算数・数学の学習過程については，学
習指導要領解説で周知されているように，
そのイメージ図が共有されつつある。本稿
では，統合的・発展的に考察する力と関連
させて，特に「数学の事象から問題を見い
だし，数学的な推論などによって問題を解
決し，解決の過程や結果を振り返って，統
合的・発展的に考察する過程」に焦点を当
てる。この学習過程では，振り返りが大切
な意味を持つ。問題解決の振り返りの過程
の中で，新たに分かることがないか考えた
り，条件を変えて考察範囲を広げたり，複
数の事柄の間にまたがる性質の相違点を見
いだしたりする活動を重視し，新たな知識
を得る視点を明確にして，数学的活動を重
視した授業の実現を図ることが大切である。
　これらを踏まえて，教科書の題材を基に，
統合・発展の考え方が育つ事例を検討して
いく。

２．教科書の題材を基にした事例
（1）　文字式の計算

　文字式の導入でマッチ棒や碁石を用いた
場合，まずは文字を用いた式に表すことが

目標になる。その後，多様な考え方を基に
表された式が，すべて一つの式になること
を確認しなければならない。例えば，正方
形の数が 10 個のように具体的な数である
とき，多様に表された式が同じ計算結果に
なることを確認できるのに対し，文字で表
された式は，変形の仕方が分からないと見
かけ上はすべて異なる式である。そこで，
授業の展開として，具体的な数による確認
をした上で，文字で表された式も同じ式に
なるはずだという予想に基づき，どのよう
に計算したらよいかを考える。
Ｔ：マッチ棒の問題で正方形の個数を x

個にしたときに，みんなの考えは次
のような式で表すことができました。

　　　① 3×x＋1　　　② x×2＋x＋1
　　　③ 4×x－（x－1）
Ｔ：x個の場合も①～③の式の計算結果
は同じになるはずです。どのように
考えれば同じ式になりますか。

Ｓ：文字式では×を省くので，①は
　　3x＋1です。
Ｔ：②も 3x＋1になるのでしょうか。
Ｓ：2x＋x＋1＝（2＋1）x＋1＝3x＋1
Ｔ：どのように考えたか説明してくださ
い。

Ｓ：同じ文字は同じ数だから，分配法則
が使えると思います。

Ｓ：正負の数のときと同じように数直線
を使えばいいと思います。

【問題】　マッチ棒を並べて，正方形を x個
つくるとき，マッチ棒は何本必要ですか。
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　2x＋x＝3xと予想はできても，すぐに理
由を説明するのは，生徒にとって困難を伴
う。文字式の表し方の規約と正負の数を計
算するときに根拠に用いた分配法則や代数
和の考え方が必要になるが，教師が指示を
出すことを我慢し，生徒自身の表現方法に
委ねたり，正負の数で学んだ場面のノート
を開かせたりして，正負の数と同様に考え
ればよいという見通しを持たせたい。面積
図を用いたり，数直線をかいたりする生徒
もいるため，その考えに至る過程を評価す
ることも大切である。生徒の表現方法を基
にして，同類項をまとめられること，その
背後に分配法則が用いられていること，代
数和の考え方を用いて一次式の減法はひく
方の式の各項の符号を変えればよいことを
丁寧に確認する中で計算の仕方をまとめる。
　ここでは，文字式の計算の仕方について
正負の数の計算の学習過程を振り返ること
で，生徒自らがその方法を見いだすように
することに力点を置いている。加えて，正
方形をつくるだけでなく，三角形や五角形，
立方体などでも考えることができ，条件替
えを視点に新たな問題作りをさせることで，
発展的な考え方の基本を身に付ける機会に
もなる。

（2）　比例と反比例のグラフの特徴
　第１学年の教科書 p.141 に以下の問題が
ある。

　また，グラフの特徴に関係する評価問題
として，授業では次の問題を設定した。

　小学校で学んでいる比例のグラフは原点
を通る右上がりの直線というものであった。
この既習を見直す過程で，比例定数が正の
ときと負のときの相違点を明らかにする。
中学での学習が進むにつれて，比例と反比
例のグラフの相違点を変化の割合や式を視
点にすることができるようになり，新たな
知識を自ら見いだす活動を設定する。この
ような機会を設定することで，y＝ax＋bが
直線であることを，y＝axに定数 b を加え
ただけだから直線である，変化の割合が一
定だから直線であると判断したり，y＝ax 2

が曲線になることを変化の割合が一定でな
いから曲線であると判断したりできるよう
になる。
　教科書にある基礎的な問いが，後の学習
のどの内容に役立つかという視点で見直す
ことも大切である。

問３　y＝2xについて，xの値が１ずつ
増加すると，yの値はどのように変
化しますか。

問５　関数 y＝axのグラフについて，比
例定数 aが正の数のときと負の数の
ときを比べると．どんなことがいえ
ますか。

【問題】　太郎さんと花子さんが，比例
y＝axと反比例 xy＝aのグラフの特徴を
まとめるために話し合いをしています。
太郎：比例のグラフをかくときは，座標

平面に点をとって，直線をひけば
いいよ。

花子：比例のグラフは，① aの値が大き
くなると直線の傾きが急になるね。

太郎：反比例のグラフは，②なめらかな
曲線になるよ。

花子：③ x軸，y軸と交わらないようにか
かないといけないから，注意が必
要だね。

（1） 下線部①は数学的な表現として不十
分である。正しい表現に直しなさい。

（2） 下線部②について，反比例のグラフ
がなめらかな曲線になる理由を簡潔に
説明しなさい。

（3） 下線部③について，反比例のグラフ
が x軸，y軸と交わらない理由を簡潔
に説明しなさい。



6

特集▶統合・発展の考え方が育つ定番教材とその扱い方

（3）　空間における直線や平面の位置関係

　この問題を授業で扱ったところ，ABと
CG が交わらないことは多くの生徒が共有
できていたが，「交わらない」から「平行
である」といえるかどうかを問うと，直観
的には認めたくはないが，うまく説明がつ
かず困ってしまう生徒や，BCを基準にAB
と BCが平面ABCD上で 90°に交わり，CG
と BC が平面 BFGC 上で 90°で交わってい
るため，小学校での平行の定義を当てはめ
る形で，「90°で交わっている」という部分
のみから，平行と認めたくないが平行と認
めざるを得ないという認識を持つ生徒もい
た。このことから，空間で直線と直線の平
行を判定する際に自然な形で「同一平面上」
を意識することができる生徒が少ないこと
がうかがえる。
　空間における直線と直線の位置関係につ
いては，平面における直線と直線の位置関
係と比較して，その違いが理解できるよう
にすることが必要である。平面における直
線と直線の位置関係には，「交わる」と「交
わらない」があり，「交わらない」ときは「平
行」である。空間では，直線と直線が交わ
らない位置関係には「平行」に加え，「ね
じれの位置」がある。特に，直線と直線が「交
わる」場合と「平行」の場合には平面が決
定されるが，「ねじれの位置」の場合は決
定されない。この「平面」に生徒を着目さ

せるためには，教師が生徒の直観をゆさぶ
るやり取り（生徒は平行と認めたくないが，
平面の定義を適用して平行とみなしてよい
のではないかという発問など）を行うこと
によって，平面における平行の定義をその
まま空間に適用してよいかどうかを考察す
るきっかけを与え，生徒自らが空間におけ
る直線と直線の平行が平面の定義をそのま
ま適用することができないために新たな条
件を考えなければならないこと，また生徒
自らがその定義を創れるよう支援していく
ことが大切である。その際，生徒の直観的，
感覚的な表現をもとに，数学的な表現へと
洗練し，考察を深めていく。既習の数学的
な表現に直すだけでも考察を深める契機と
なり，その部分が焦点化されることによっ
て新たな概念を生み出すことにもつながる。
「同一平面」という表現が初めから表出さ
れることは少なく，「たて，向き，方向，地
面」という説明のための便宜的な表現を基
に考察対象を説明していく過程を通して，
最終的には「面」という表現に集約され，「面
でつながっている」や「一つの面」という
表現によって考察対象が焦点化され，空間
における直線と直線の平行には「同一平面
上にある」という条件が必要であることが
共有されればよい。

３．おわりに
　定番教材とその扱い方ということで，教
科書にある問題を基に，既習内容を振り返
る活動を通して，生徒自らが新たに分かる
ことを見いだしたり，条件替えをしたり，
相違点を見いだしたりすることができる事
例を検討した。統合・発展といった視点を
明確にした上で，既存の問題を見直してい
く姿勢が大切である。

【問題】　下の直方体で，直線ABと交わ
らない辺は，直線ABと平行であるといっ
てよいですか。

A

B

F

E

C

D

G

H
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問題を発展的に捉え，新たな活動のきっかけをつかむ

赤本  純基　［北海道教育大学附属釧路中学校教諭］

第２学年

１．はじめに
　統合・発展の考え方を育てるためには，
定番教材においても，その扱い方を工夫す
る必要がある。授業では，日常的に数学の
事象から問題を見いだし，数学的な推論な
どによって問題を解決し，解決の過程や結
果を振り返って統合的・発展的に考察する
過程を遂行することを念頭に置きたい。特
に，振り返りの場面で次の 3点を，本時の
目標によって使い分けることが大切と考え
る（永田，2018）。
①　なぜ問題を解決できたのかを確認する
　例えば，今日の問題が解決できた理由を
板書を基にしながら振り返り，まとめたり，

既習内容とのつながりを考えたりできるよ
うに働きかける。
②　別の問題に適用する
　例えば，今日の問題の解決過程で学んだ
方法を知識として，新たな問題に活用して
解決できるように働きかける。
③�　問題を発展的に捉え，新たな活動の
きっかけをつかむ
　例えば，本時の問題を基にして，「それ
ならば，こんなことも考えられるのでは…」
と条件を変えるなどして拡げられるように
働きかける。今回は，紙面の都合上，③の
みの提案とする。

２．実践事例
（1）　「数と式」領域における事例

　この授業の目標は，「事象の中に数量の関
係を見いだし，それが成り立つ理由を，文
字を使って説明することができる」である。
　問題を提示し予想させると，「9の倍数に
なる」，「3の倍数になる」，「中央の奇数の
3倍になる」などの考えが発表される。そ
こで，「9の倍数にいつでもなるのかな？」
と問い返す。すると，教室のあちらこちら

で，「ならないときがありそう…」という
つぶやきが聞こえ始める。そこで，「それっ
てどういうこと？」と問い返すと，「例えば，
3，5，7のとき，和は 15 で成り立ちません」
などの考えが引き出される。これを反例と
して全体で共有し，連続する 3つの奇数の
和がいつでも 3の倍数になるのかという文
脈につなげていく。

【問題】　　　　　 1， 3， 5のとき，　 1＋ 3＋ 5＝ 9
13，15，17 のとき，　13＋15＋17＝45
31，33，35 のとき，　31＋33＋35＝99

　　　　　連続する 3つの奇数の和はどんな数になるでしょうか。
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（2）　「関数」領域における事例

　この授業の目標は，「従属変数が独立変
数と関数関係にあるものを弁別することが
できる」である。
　問題を提示すると，生徒から「重さが 2
倍だから，料金も 2倍の 400 円になるので
はないか」という考えが引き出される。こ
の考えが重さと料金の関係が比例の関係に
あると考えていることを確認した上で，「郵
便料金について調べると，次のような定形
外郵便物の料金表を見つけたよ。これをも
とにして考えられるかな？」と問いかけ，
個人・集団思考につなげる。
　個人・集団思考では，生徒から「400 円
と思ったけれど 240 円だ」という考えが引

き出される。ここで，「郵便物の料金は，何
が決まると決まるのかな？」と問い，郵便
物の重さが決まると，料金が決まることを
おさえる。

　「郵便料金は郵便物の重さと関数関係に
あること」を伝え，関数関係の意味につい
て確認する。ここで問題の解決過程を振り
返り，「郵便物の重さは郵便料金と関数関
係にあるといえるのかな？」と問う。する
と，「さっきは，重さが決まると料金が 1つ

【問題】　Ａさんは 240g の郵便物を送ろうとしています。
ＡさんはＢさんが 120g の郵便物を 200 円で送ったということを
聞きました。Ａさんが送ろうとしている 240g の郵便物はいくら
かかるでしょうか。

　この説明が全体で共有された後，「この
説明から，ほかにいえることはないかな？」
と説明を振り返る。すると，3（2n＋3）に着
目して，「中央の奇数の 3 倍になることも
説明できたことになっている！」と感動の
声が生まれる。ここで，問題の解決過程を
振り返り，「連続する 4 つの奇数の和でも
同じことがいえるのかな？」と問い，次の
計算を提示する。

　すると，「2n＋4って何だろう？」「さっき
は，中央の奇数だったけど，今度はどこの
数なのかな？」と考え始める。
Ｓ：2n＋4って何？
Ｔ：連続する 4つの奇数ではなさそう？
Ｓ：2n＋3 と 2n＋5 の間ってことだから，
連続する 4つの奇数のうち小さい方
から 2番目の奇数と 3番目の奇数の
間にある偶数だよ。

Ｓ（Ｔ）：どういうこと？
Ｓ：例えば，3，5，7，9だったら，5と 7
の間で，6ってことだよ。

Ｓ：なるほど！
　このように，考え続けることを促し，本
時の目標達成に近づけていく。

　nを整数とすると，連続する 3つの奇
数は，2n＋1，2n＋3，2n＋5と表される。
　それらの和は，
　（2n＋1）＋（2n＋3）＋（2n＋5）
＝2n＋1＋2n＋3＋2n＋5
＝6n＋9
＝3（2n＋3）

　2n＋3 は整数だから，3（2n＋3）は 3 の
倍数である。したがって，連続する 3つ
の奇数の和は，3の倍数になる。

　（2n＋1）＋（2n＋3）＋（2n＋5）＋（2n＋7）
＝2n＋1＋2n＋3＋2n＋5＋2n＋7
＝8n＋16
＝4（2n＋4）
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に決まったけれど，料金が決まっても重さ
が 1 つに決まるわけではないから違う！」
という発言が生徒から引き出される。
　最後に，「これまでに学んできたいろい

ろな関係も，関数になっているか調べよう」
と練習問題に取り組ませて，本時の目標達
成に近づけていく。

（3）　「データの活用」領域における事例

　この授業の目標は，「さいころを使った
ゲームの公平性について，確率を用いて説
明することができる」である。
　問題について説明をしながらルールと図
をかいた紙を黒板に張り，「兄と弟ではど
ちらの方が勝ちやすいだろうか？」と板書
し問題を提示する。予想させると，半数程
度が「同じ」と答える。そこで，「どのよ
うに確かめればよいのかな？」と問うと，
実際にやってみるという声があがるので，
ペアをつくって 20 回程度やらせる。ほと
んどのペアが，兄の方が勝つ回数が多くな
り，「なぜ兄の方が勝ちやすいのだろう？」
という声が学級全体に広がる。個人・集団
思考では，確率を用いた説明を生徒の考え
をつなぎ引き出していく。
　兄の勝つ確率が で，弟の勝つ確率が
となり，兄の勝つ確率の方が大きいので，

兄の方が勝ちやすいといえることを学級全
体で共有した後，「兄と弟の勝ちやすさを
同じにすることはできないかな？」と問い，
問題の解決過程を振り返り，問題の条件を
見直すように促す。

　生徒からは「スタートの位置を変える」
「さいころの目を変える」「さいころの面の
数を変える」や「結局，目の和が 7になる
ところが引き分けになるように条件を変え
ればよい」などの考えが引き出される。そ
れぞれの考えの妥当性について問いかける
ことで，確率を用いた説明を生徒から引き
出し授業を終える。

兄

【問題】　図のような階段で兄と弟がゲームをしています。
〈ルール〉
　　①　兄と弟がそれぞれ 1回ずつさいころを投げる。
　　②　出た目の数だけ兄は上り，弟は下る。
　　③　上にいた方が勝ちとする。
兄と弟ではどちらの方が勝ちやすいでしょうか。

弟

21
36

10
36

３．おわりに
　定番教材においても，本時レベルでその
扱い方を工夫することで，統合・発展の考
え方を育てることができるのではないだろ
うか。また，こうした授業の頻度を高める
ことが大切と考える。

［引用・参考文献］
・永田潤一郎（2018）．数学的活動の授業デザ
イン
・国立教育政策研究所教育課程研究センター
（2019）．平成 31 年度全国学力・学習状況調
査の調査問題
・国立教育政策研究所教育課程研究センター
（2011）．平成 23 年度全国学力・学習状況調
査の問題を活用した授業アイディア例
・石井岳文（2015）．日本数学教育学会誌臨時
増刊　総会特集号 97．
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統合・発展の視点で，既習事項との関わりを捉える

鈴木  誠　［東京学芸大学附属世田谷中学校教諭］

第３学年

１．はじめに
　「統合・発展の考え方」は，既に移行措
置期間に入っている次期学習指導要領で強
調されている点のひとつである。それは，
中学校数学科の目標として育てるべき資
質・能力として，学習指導要領に次のよう
に示されている。

　目標では，このように示されているが，
そもそも数学という教科は既習事項をもと
にして統合的・発展的に扱うことができる
場面が多い。従って，指導を考える際には
指導する内容が既習事項のどこから来て，
この先の学習にどうつながっているかを検
討することが大切なこととなる。

２．事例
（1）　式の展開
　展開の公式として，次の４つの公式が扱
われる。
①　（x＋a）（x＋b）=x 2＋（a＋b）x＋ab

②　（x＋a）2=x 2＋2ax＋ab

③　（x－a）2=x 2－2ax＋ab

④　（x＋a）（x－a）=x 2－a 2

　この公式を指導する際，①をもとにして，
②～④をつくり出すように扱うことができ
る。①の公式で bを aにすることで，②の
公式が得られる。また，得られた②の公式
で，aを－aに置き換えると，③の公式が
得られる。さらに，①の公式で bを－aに
することで，④の公式が得られる。このよ
うに①の公式から他の公式をつくっていく
ことで，どの公式も①の公式に帰着される
ことに気づく。②～④の公式をつくる場面
で統合的な考え方を扱うことが難しければ，
①～④の公式を指導した後に，「①～④の
公式のうち１つだけ覚えるとしたらどれが
いいと思う？」のような発問をするとよい。
学習した４つの公式を振り返ることによっ
て，どの公式も①の公式に統合されること
に気づくであろう。

（2）　２次方程式の解き方
　２次方程式の解法に，平方根の考えによ
るものがある。指導の順序としては，最初
に x 2＝3 などを取り上げる。これは平方根
の学習の場面でも出てきているので，この
方程式を満たす xは x＝± となることが
分かる。
　次に，2x 2＝6 や 2x 2－6＝0 などを取り上
げる。2x 2＝6 であれば，両辺を 2で割れば，
最初に扱った２次方程式と同じになり，
2x 2－6＝0 であれば，－6を移項して両辺を
2で割ればよい。大切なのは，なぜそのよ

（2）�　数学を活用して事象を論理的に
考察する力，数量や図形などの性
質を見いだし統合的・発展的に考
察する力，数学的な表現を用いて事
象を簡潔・明瞭・的確に表現する
力を養う。

3
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うにすればよいかをキチンと確認すること
である。すなわち，x 2＝3 は解けるので，
この形に帰着するために式変形しているこ
とを意識的に指導する。
　そこで，次に，（x＋2）2＝3 などを取り上
げる。これも x＋2を１つの文字で置き換え
れば，最初に解決した x 2＝3 と同じ２次方
程式になる。式を１つの文字で置き換える
ことは，式の展開や因数分解でも扱ってい
るが，置き換えのアイディアが生徒から出
てくることが難しいようならば，置き換え
を示唆してもよいであろう。ここでも大切
なのは，式をひとつのかたまりとして見て，
１つの文字で置くことによって，x 2＝3 と
いう解決できる２次方程式にすることであ
る。x 2＝3 と同じと見ることができるよう
に置き換えていることを意識づけたい。
　その後，2（x＋2）2＝6 や 2（x＋2）2－6＝0
のような２次方程式を扱う。ここまでくる
と，既に学習した２次方程式と同じによう
に解決できると気づく生徒も出てくる。そ
こで，x 2＋4x－3＝0 のような２次方程式を
提示する。この２次方程式を解こうとして
も，左辺を因数分解することはできないし，
すぐに平方根の考えを使うこともできない。
そこで「因数分解することはできないので，
他の方法で解決したいが，どうすればよい
と思う？」と発問してみる。反応がないよ
うならば，「因数分解以外で２次方程式を解
く方法にはどんなものがあったか？」と発
問してみる。平方根の考えがあると答える
であろう。そこで，この２次方程式を平方根
の考えを使って解くには，どのようにすれ
ばよいかを考えさせる。x 2＝kや（x＋a）2＝b

の形にすれば解決できることを確認し，ど
のように式変形すればよいかを扱いたい。
式変形の仕方をすべての生徒が見いだすこ
とは難しいと思われるが，２次方程式の解
法が平方根の考えでまとめられることには
気づくであろう。

（3）　三角形と比
　三角形と線分の比について，次の性質を
扱う。

　この性質が成り立つことを予想させ，証
明を学級全体で取り組み，それを板書に残
しておく。その後，下の図のように，点D，
Eが辺AB，ACの延長線上をぞれぞれ動い
ても「AD：AB＝AE：AC＝DE：BC」が
成り立つかを予想させる。

　各自で証明に取り組ませるが，手がつか
ないような生徒もいる。そのような生徒に
は，「最初に証明したものと，同じように
考えることはできないか？」と発問し，解
決を促す。それでも難しい場合には，
△AD' E' と△ABC，△AD'' E''と△ABC に
着目するようにさせる。延長上にある場合
についての解決を全体で共有した後，最初
の問題の証明と比較してみる。すると，ど
の場合も同じように証明できていることが
分かる。辺上にある場合と，辺の延長上に
ある場合を別々に捉えるのではなく，同じ
性質として統合的に見ることにつながって
いく。

　△ABCの辺AB，
AC上の点をそれ
ぞれD，Eと
するとき，
次のことが成り立つ。
　DE//BC ならば 
　　AD：AB＝AE：AC＝DE：BC

A

D E

B C

A

D
B C

E

E'' D''

D' E'
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（4）　円周角の定理
　ある弧に対する円周角が中心角の２分の
１となることを予想し，それを証明する。
その際には，３通りの
図について証明するが，
図１のような特別な場
合をまず扱う。この図
に絞る方法としては，
生徒たちに弧ABだけ
決めた図を与え，いろ
いろな円周角APB をかいてもらう。その
図を３つの場合に分類し，どの図で証明す
るのが簡単そうか直観的に判断させる。す
ると，経験的にはほとんどの授業で，図１
を選ぶ生徒が多くなる。そこで，この図に
ついて，まず全体で証明に取り組む。
△OAPが二等辺三角形であることから
∠OAP＝∠OPA が成り立つことと，中心
角である∠AOBが△OAP の外角になって
いることを根拠に証明することになる。
　その後，GeoGebra などのソフトを利用
し，点 Pを動かして，
図２のように変化する
様子を見せる。図１と
図２を比較させ，どこ
が変わったかを見つけ
させる。「△OAPがな
くなった。」という生徒
もいる。そこで，線分
OPをかき加え，△OAPをつくる。さらに，
どこが変わったかを問うと，三角形が２つ
できているということ
に気づく。第２学年で
は，凹四角形（図３）
について，
∠x =∠a +∠b +∠cと
なることを学習している。
これを振り返り，見通しを持たせることも
できる。図２の場合は，２つの二等辺三角
形に着目することによって，証明をするこ

とができる。
　図４の場合も，図１から図２への変化を
読み取らせたように，図２と図４を比較し，
変わったところや変わ
らないところに目を向
けさせるようにする。
図４では，図２の証明
の中で利用した二等辺
三角形は存在するが，
△OAPと△OBPが重な
る形になっている。図２と共通するところ
に目を向け，同じように証明できるという
見通しを持たせて解決に取り組ませる。
　図１，図２，図４について証明を終えた
後，３つの証明を比較し，証明するときに
利用している図形の性質を確認する。どの
場合も利用しているのは，二等辺三角形の
底角が等しいことと，三角形の外角の性質
であることに気づく。証明で利用している
性質やその性質の使い方という視点で見る
と，３つの証明は同じ仕組みになっている
ことに気づくことができる。

３．おわりに
　統合・発展の考え方を育てる教材につい
て４つの例を示した。これ以外にも，三角
形の相似条件と合同条件，（学習指導要領
外の内容になるが）方べきの定理など，様々
な題材が統合・発展の考え方を育てる場面
として考えられる。最初にも述べたが，日
常の授業を既習事項の発展として捉え，新
しく学習する事柄が既習事項との関わりの
中で捉えられるように指導することが肝要
である。そういう意味で，教材研究をする
上で，統合・発展の考え方をどのように育
てるかを検討することは重要なことだと考
える。

A

O

P

B

図１

A

O

P

B

図２

x

a b

c

図３

A

O P

B

図４



座標平面上の図形問題を題材として

吉野  茂　 [東京都立三鷹中等教育学校主任教諭]

連載：数学的活動へのイノベーション
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１．はじめに
　教科書にはほとんど取り上げられていな
いが，高校入試においては国公立，私立を
問わず出題されることの多い問題の１つと
して，座標平面上の図形問題（関数と図形
の融合問題）がある。その結果として，中
学生が使用する問題集の中には，このテー
マの問題が「関数」の中で取り上げられる
ことが多いが，本来，これは解析幾何的な
内容であり，中学校の学習指導要領で示さ
れている「関数」のねらいとは目標を異に
するものである。
　しかし，座標平面上の図形問題が，この
ように高校入試の中で多く出題される事実
は，解析幾何的な内容が中高の接続の面か
ら考えれば重要な視点であることを示唆す
るものと考えることができるわけで，これ
を前向きに捉え，数学的活動に位置づける
ことも意味のあることではないかと思う。
　本稿では，誌面の都合上その是非に深入
りすることは避けることにして，生徒が実
際に直面する問題において，どのような数
学的活動が期待できるのかということを，
筆者の実践事例を通して，考察していただ
けたらと思う。

２．条件を満たす座標を探そう
　第２学年の１次関数の授業もそろそろ終
わりに近づいた頃の演習の時間に，次のよ

うな公立高校の入試問題に取り組む機会が
あった。

　本稿では，問題①と②の解決がされたも
のとして，問題③に関する授業でのやりと
りを中心に話を進めたいと思う。
　まず，問題で要求していることを，座標
平面上に整理する必要がある。印刷された

　右の図のように，関数 y＝ 　…㋐
のグラフ上に 2点A（3，4），B（−6，p）
がある。
　このとき，次の問いに答えなさい。
①　a，pの値を求めなさい。
②　2 点 A，Bを通る直線の式を求めな
さい。
③　原点をOとし，y軸上に点Cをとり，
　△OACをつくる。△OACの面積と
　△OABの面積が等しくなるとき，点 C
の y座標をすべて求めなさい。

〔2016 三重県〕

註）実際の入試問題では，グラフの図は問題文
の右に印刷されている。

a
x
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図に記入するのではなく，問題①，②を解
くことによって得られた情報をもとに，各
自のノートに図１のような図を記入させた。
（問題③では，双曲線は必要ないので，省
略している。）

　この後，3つの定点で囲まれた△OABの
面積を求めることになるが，面積公式を直
接使うことのできない面積問題の代表的な
方策としては次の３つが考えられる。
　Ⅰ：「対象図形の△OABを囲んで削る」
　Ⅱ：「対象図形の△OABを分割・合成」
　Ⅲ：「対象図形の△OABを等積変形」
　このうち，タイプⅠでは，「長方形で囲
む派」と「直角三角形で囲む派」に分かれ
たが，後者の方が無駄のない計算といえる
のではないかとまとめられた。
　タイプⅡについては，念のため，いくつの
図形に分割したのかを尋ねると，2つと答
えた生徒が大半であったが，何と 3つと答
えた生徒もいて面白かった。また，2つの
分割についても，y切片を利用した答案と x

切片を利用した答案に分かれたので，それ
らの解法の優劣についても議論ができた。
　グループごとの話し合いの結果，3つに
分割するよりも，2つに分割する方が合理
的である。また，2つに分割する場合には，
1 次関数の式から予めわかっているのは y

切片であるので，一般的には y切片を利用
する分割の方が楽なのではないかというよ
うな意見に落ち着いた。
　なお，タイプⅢについては，誰からも反

応がなかったので，その場では特に取り上
げずに，そのまま通過していくことにした。
　反応が多かったのはタイプⅡであったの
で，点 Cの座標を以下のような流れで求め
ていくことになった。

　ここまで進んだところで終わりにしてい
た生徒が多かったが，「問題文に『すべて』
とあるよ」というヒントから，原点Oにつ
いて点 Cと対称な点 C' もその候補である
ことに気づいたグループの発表から，最終
的には授業に参加した生徒全員がその意味
を理解することができた。

３．等積変形による解法について〈その１〉
　等積変形の考え方は，教科書では第２学
年の第５章「三角形と四角形」の最後の方
に登場する。学習指導要領で特に示された
内容ではないにも関わらず，伝統的にこの
場所で扱われている。したがって，第３章
「関数」を学習段階ではまだ触れることが
できないと考えている指導者がいるかもし
れない。しかし，「等積変形」のアイデアは，
小学校第５学年の教科書をみる限り，既習
事項と考えてもよさそうである（次ページ
を参照）。
　そのようなスタンスに立てば，例えば，
中学校第１学年の「座標」の学習において
も，「等積変形」を振り返りながら「座標」

図１
〈解答〉
　点Cの y座標を tとする。
直線ABと y軸との交点をDとすると
　OD＝2
t＞ 0のとき，
　△OAC＝△OAB＝△OAD＋△OBD
であるから
　12×t×3＝12×2×3＋

1
2×2×6

　3t＝18　よって t＝6
よって，求める y座標は 6
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の意味を深めていくような題材が用意でき
るはずである。後になって必要と思われる
「知識・技能」は，機会あるごとに使って
いくことも大切ではないだろうか。

　今回の授業を行ったクラスでは，残念な
がらノーヒントではアイディアが発表され
なかったが，「等積変形」の学習を振り返り，
図２のような変形を行うことにより△OAB
の面積を求めることにも成功した。この変
形により，△OAB の面積は面積公式 1 回
で求められることの凄さを体感できたのは
大きな収穫であった。

４．等積変形による解法について〈その２〉

　ここまで授業が進んだところで，ある男
子生徒が発言した。「この問題は△OABの
面積を求めなくても解決できるのではない

か？」最初，周りの級友たちはその意味を
理解できなかったが，彼の発表を聞いて，
多くの生徒がそのアイディアの凄さに感動
した。発表内容の概略は以下のとおり。

　面積が等しくなるようにという問題だっ
たので，最初は面積の求め方をいろいろと
工夫したのだが，この章（「１次関数」）で
学んだ最新のツールを使うと，何と，面積
を求めなくても解決ができるのである。
　その生徒のノートの図はとてもきれいに
描かれていた。自分のかいた図をとおして
授業で学んだことを深めることに成功した
のだなと思った。

５．おわりに
　高校における解析幾何は，高校２年生が
学ぶ数学Ⅱの「図形と方程式」で中心的に
取り扱われる。そのねらいは，「図形に座
標を入れて，関数を用いて図形の性質を探
究する」ことにある。近い将来，そういっ
た課題に取り組むことになるための準備と
して，中学校の数学においても，座標平面
上において点や線分を用いて図形をつくっ
たり，関数の力を借りて，その図形の性質
を探究する学習をさせることは，中高の接
続の視点からも大切にしてよいのではない
だろうか。そんなことを考えさせられた授
業のひとコマであった。

（小学校算数教科書 第５学年 p.191）

図２

完成した図を見ると，OA//BC となって
いる。だから，Cの座標を求めるには，
点 Bを通ってOAに平行な直線と y軸と
の交点を求めればよい。
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正四面体

「消波ブロック」は，海岸や河川などの護岸
や水制のために設けられている。代表的な
「消波ブロック」である「四脚ブロック」の
形状を観察すると，立体の対称性を見つける
ことができる。


